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	� � ��� �������� ���
� �����	������� ������� ������
���	� �� �������/� ����	�����! ���	
��!��� ��%��	�� ���	�	�� �min�
�����������/���  ��
� ��%��	/� 
��� ������ ��	�� 
�� ���	���
���
��  �����		� 7��	
 ������
� ��	 ��
����� 	�����	�����	 ��������
���!�� �����	�! ���	���
����  �����		� 
��!%��� ��
 �min� 4�
����
����� �min � �������	� 
�� ���
	������� ,4� 	�	 
������ �������
����  ""���	�����	� 
�������� ���	������ �� �� ��������� �����	�!
�����// ������� ������/ ��	 ��
����� 	�����	�����	 ���!�� ����
�����	� =����������� ���  �� ������ �	�� �����	
��� � ����	� ��	��
� 	��	��� 9�� ���	�	� �� ���	���
	���!����	� �� ""	�	����� ������ 	
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���
	����� ��%��	�� 4�
�������� �min � �����	� ;'�E'<U;'�E8<
��������� ��
��	�! ������! ����	���
���	 �������	
�� ����������

� ��
� ������� � �����
 ���	���
	���!����	 �	���
� �min ������
����! ������� ���  �� ���	���
	���!����! ��	 �/��� ��������  ����
�		 �� 
���� ��������	 ���������� ���
���� ��� ��������� ����	�! 	
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��!��/ ���	���
	���!����! ����������
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�� �������	
 ���	�����
� 	 ��������� ���
 	����
 ��� ��������
� 	���
�������� ����������������� ������ ���������
 ��������������
����������� 	 ��� ��� ����	� !���������� "��# ������������� $	�$�
���$ ������� �$ %�����	����	� "�������&� ' �����# ���	� p������p��
�
 �p� ���

 ����p
� �p� �������# �p����# �������	����� %�p���
��# 	������� �	��(��� ���& ����� ���������(� ������� ��� '
"��� ��� ����� �	��(��� ���
 ��� �����������
 	� 	p����� ��� 	
�p���p����	�
 ��� ����p�������� �p� ����
 � ���	����$ �p���	�����
	�� "��p����
 ����������� ' p$�� ��(���	 ����
# �����(� ��#�� ��
(�����$ ��� ��$ ��� ��p�������$ �p��(���$ ���)��� ����� ������
�
����
�� *���� ��p��$��$ ���(���� � ���( ������� �� ����(�

*�� ��� 	 ������# ������� �p���	����	� "��p���� ������	�� �	$�
���� � �p���	����	�� "��p���� 	 ������ �� �� "�������	
 �� �p�
�p�����p�	���� ������
 ���������� ���������� p���p������� ����(
������������ �������� �p����# �������	����� �p� ����	� +�����(
�������� �p����# �������	����� ����	����	(�� ���������� 	������
��$ 	������� ������� �� "��p���� !p� �p�����p�	���� �����
� ����
��� ���������� ����	��������� ��#�� �p������
� 	���������� 	���
�$��� 	 ��� ����������

!�p	��������� p������p�� �����( � ����������# ������� �� 	
����� 	���� ,���� ���(����
� ������)���$ ����p�����p(�� ��$  ��
���� p$�� �p� ����	 %������ � �������p�����
 �p������p�	���$
 �����
������ �p�	p�����# � �p�&�

!�� ���
 ����������# ������� �� ����� �	$���
 � ����# ��  ���
������
� 	 ������������� ����� � �����������# ������� +���� �p��
 ����	 ����������# ������� �� ����� �� 	����
 ��� � ����� ��p����
�
� �p� ����	� -� �(���� �p��� 
 ��)�� 	����������# ���������

��� ������ "�� �p��� 
 ����
	����$ p�����(��
�� � p��)�p��� ��
����� ��)� �� ���� ����	���
� 	������# %(	�������� ��	�p������#
��������& ���� �� ���� (����)���$ �������	����� �p� �����

' �	(� ��������� ���������� ����������
 (���	�$ �� !��������

�������� �����
� ��� ��������( �����$��� ����
��# ������
 �����
	����	(�� �����(� �����	����	� "�������
 � ����� �������� �����
������ �� ��� ����	
 �� ���( (���	�# ����������# ������� ���
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���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		

���������� 	�
���
 *���������������# ��� ��� ����������(�
�� �	� ���� ��������
� / �������	�
� %��������(��
 ��	�����
 ����
 ����� �$ � ���& � "�������	�
� %��0��
 	�(�����$$ "�����$
 �����
����# ���������� 	�����	� 	 �������
 "������$ � ���&� !�� �������
���������# ������
 �� �	� ���������
 �������	�
� ��������
� ��$
�����# �� ��� ����
	����$ ��������
��
 � "�������	�
� ��������
�
� (����)����$ 	� ������� ���
 	� ������� ����� ���������
 �����
)� ��������� �(�������� ��0����

1(��� ���������� �������	�
� ��������
� ��$ i�# ������
 �����
ui
 � "�������	�
� ����� xi� ' ����� ��(��� "�� ��������
� 	������
�
�� +���� �	� ����������
 ���������(�� ��(� � ��(���
 ��������
����( u� � u� ���	���� � 	�������	���� ������ J%u�� u�&� 2(�� �$ J
��$ ����$��
� u� � u� ������
	��
 �������� ��(��� �� ��	��(������
���(�����	 � �������� ����(����� �	�#��	���3

�J

�u�
� 4�

�J

�u�
� 4�

J%u�� u�& 5 4� ��� u� 5 u��

%6��&

!���� ��� "��� ������ �����
	��� ���

J%u�%l&� u�%l&& 5 a%l& 7J%u�%l&� u�%l&&� %6�6&

��� a%l& � 4 / ��"��� ����
 ����������(���# ������������� ��	����
����� �������� �� l� +���� ����# ��"��� ���� �������� A �����
 ��

LZ
�

a%l&dl 5 A� %6�8&

9��� a �����$���
 �� a%l& 5 A�L� :��(���� l ����� ����� ��
�� 	���
���� ��� ��	�������� ����������	���$�

' ����� ����� ��(��� J 5 %J�� � � � � Jj � � � � � Jm& / 	����� ������	

u� 5 %u��� � � � � u�j � � � � � u�m& / 	����� �������	�
� ��������
� ��#
���������
 %� 5 �� 6&� !��	�� �� (���	�# %6��& ������ 	��

�Jj
�u�k

� 4�
�Jj
�u�k

� 4� k 5 �� � � � �m� j 5 �� � � � �m� %6��&

'����� (���	�� �� ��������$�

;������� ����( 	�������� u� � u� ���	���� � ��$	����� �	��
�(��� ��� Xj 
 �����$ �� �����
� �������$���$ ������ u�j � u�j 

(��	���	��$�� (���	�$�
 ���������
� %6��&
 � ����� ��� �� ����
 ���
� ����� Jj � !����	����	� "�������
 ����������(���� �������������
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 ��	�� �������( �������� ����$����� �����	�����$ 	������
������	 �� 	����� �	��(��� ���3
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�

L

LZ
�

mX
j��

Jj%u�� u�&Xj%u�j � u�j&dl %6�.&

-�������
� 	
)� (���	�$
 ����p
� (��	���	�p$�� �(�� �� Jj
� Xj 
 �p�	��$� � ���(
 ��� �(���
 ���$��$ ��� ������ �����p���

������������ ��p��������$�

1(��� ������������
 ��� 	 ��)�� ������$����� ��������$ ���� ��
�������	�
� ��������
� %��$ �������������� u�%l&&
 ������$ �����
��������� �������$ �� ���������� �������	� V � '����$ �� ��p�����
��$ 	 ���( ��������$ X� �����$���$ ���
 ���

du�j
dl

5 
j%u�� u�&� u�%4& 5 u��� j 5 �� � � � �m� %6�<&

+���� ����
 ������� �������$ 	��� ��� ����� ������	 �����
3

�

L

LZ
�

Jj%u�� u�&dl 5 Jj � j 5 �� � � � � k�� k� � m� %6�=&

' "��� (���	�$� ����(���$ ��#�� ����������� �p���	����	� "��p��
��� 	�

��������� ������
 !��(��� (���	�$ ������������� ������
%6�.&>%6�=& ���	��������� ��$ ����$����� ��(��$ %m 5 �&
 � ����� ��$
	���������� ' ����$���� ��(��� ������ ����)���$ 	 �����

	 5
�

L

LZ
�

J%u�� u�&X%u�� u�&dl � min
u��V

%6�?&

��� (���	�$�
du�
dl

5 
%u�� u�&� u�%4& 5 u��� %6�@&

�

L

LZ
�

J%u�� u�&dl 5 J� %6��4&

'������� L ����� �
�� ��� �������	����#
 ��� � ��������� �����
�������( 	
���(�

A������ ���(�����
 ��� 	 ����������� ��� ���� 
%u�� u�& �5 4B "��
���	��$�� ���	���� �����( ���������#

dl 5
du�


%u�� u�&
� %6���&
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!���� "��# �����
 ������ %6�?&>%6��4& ������ 	�� %������� ���	����
������ L �������#&

	 5
�

L

u��L�Z
u��

J%u�� u�&X%u�� u�&


%u�� u�&
du� � min

u��V
%6��6&

��� (���	�$�

�

L

u��L�Z
u��

J%u�� u�&


%u�� u�&
du� 5 J� %6��8&

�

L

u�LZ
u��

du�

%u�� u�&

5 �� %6���&

� �������	����� �������� u���
C�� ������ �(����	���� ����� �������# ������ %6�?&>%6��4&
 ���

��� �� �������� �������� ������# �	$�� %6�@&� 9� ��)���� u�� ���(�
�����$ �� ��� �(�� �$ l
 � ��� �(�� �$ u�
 ��� 	� ������ ��(��$� ���
����� ��������� 2(�� �$ D������� ��$ ������ %6��6&>%6���& ����)���$
	 �����

R 5
�


%u�� u�&
EJ%u�� u�&%X%u�� u�& F ��& F ��G� %6��.&

(���	�$ ������������� 	 ����� ���� ��� ������(�� %��� ���@& �����
	��

u��%u�� �& 5 arg max
u��V

R%u�� u�� �&� %6��<&

!�� ���(���	�� ����������# ��� 	�(�p� ���(�����# ������� V (����
	�� ��� ���������� R �� u� ������ ����(

%X F ��&%
J
�

u� � 
�u�J& F 
JX �

u� � ��

�

u� 5 4� %6��=&

H���	�� %6��=& ��	������ � ��	����	��� %6��8&
 %6���&
 � ����� � ������
	�����

R%u�L� u�%u�L&� �& 5 4 %6��?&

���	��$�� ��#�� u��%u�&� u�L� ��� ���
,����� ������ (��������$ 	 ����� ���������������� ��(���
 �����

�������� ��������$ ���������# u� ������ �������� �����(3


%u�� u�& 5 c%u�&J%u�� u�&� %6��@&

' "��� ��(��� ���	�� ��������� 	 (���	�� %6��=& ���������$ 	 �(��
 �
��� ������ ����(

J�%u�� u�& 5 ��

�
�J%u�� u�&

�u�
3
�X%u�� u�&

�u�

�
� %6�64&
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���
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� (���	�� %6��8& ��p���)���$ ���

u�LZ
u��

du�
c%u�&

5 J � L� %6�6�&

��� �������$�� u�L ����	����� �� ������������ ��)���$ u��%u�&�

����������	
� �����
	���
� ' ��� ��(���
 ����� ��"��� ���� ���
������ a �� �����$���
 ����� ����� 	 ����� %6�6& � (��	���	��$�� �����
������� %6�8&
 �(�� �$ a%l& �������� �����������( 	
���(� H���	��
��� ���������� �� a%u�& �(�� �� D�������

R� 5 R%u�� u�� �&� ��
a%u�&


%u�� u�&
�

��� R �������$���$ 	
�������� %6��.&
 ���	���� � ��	����	(

7J%u�� u�&%X%u�� u�& F ��& 5 ��� %6�66&

������� �(��� ����	��� � (���	�$� %6��=&
 %6��?& 	����� � ���������
���� %6�8& � (���	��� ������ ���������� a%u�& � 4�

��������� ������
 H���	�$ ������������� ��$ ������ %6�.&>
%6�=& ����� ����( ���� ��� ������(�� !����$���� %��� E�4G&� 2(���
 �$ I��������� ����� 	��

H 5

kX
j��

E��Jj%u�� u�&Xj%u�j � u�j& F �j
j%u�� u�& F �jJj%u�� u�&G�

A���$����
� ��������
� �j (��	���	��$�� (��	����$�

d�j
dl

5 �
�H

�u�j
� j 5 �� � � � � k� �j%L& 5 4� %6�68&

� ��������
� u�� �������$���$ �� (���	�� ������(�� H

u��j%l& 5 argmax
u�j�V

H%u��%l&� �%l&� �&� j 5 �� � � � � k� �j 5 4 �p� j � k��

%6�6�&
' ��	
��������� ��(��� �� 5 ���

�
	��	�� ���
�
����� ������� �� ��
���

 �
�� :������������
��)���� (��	����# %6�68&
 %6�6�& ��	������ � (��	����$�� %6�<& � (����
	�$�� %6�=& 	������� ��)� 	 ������ ��(��$�� !�� ����� ����������
�� ������������������ ��	��	���$
 ����� ������ J � ���
 X �	$���

������)���$�� -�������

J 5 AXT � %6�6.&
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 / ������������ �����������$ �	���������$ ����� �� ������
������������ ���� ' "��� ��(��� ��)���� ������ ����������� (����
�����$
 � ������
 �� ���	�� �� "���� ����� ��������� (���	�$ %6�<& �
����#�� � ������ � �����(�� �������� �������$ �	���������# ����


	 5 %XAXT &� min %6�6<&

��� (���	�$�

kX
���

a�jX� 5 Jj � j 5 �� � � � � k�� %k� � k&� %6�6=&

!�������
�� 	 "��# (���������# ������ $	�$���$ 	����� �	��(���
��� X � *�� ��� ������ %6�6<&
 %6�6=& 	
�(���$
 �� �� ��)���� ����	���
��	(�� �����$���	( �����
� ��������
�
 � ������
 ����������� X�

�

�	�����$ � ��)���� ������# ������ �	����������� �����������	��
��$�

J� 	����� "���� �����$� �������$ 	������ u� � V 
 (��	���	��$��
��� (���	�$�

Xj%u�j � u�j& 5 X�

j � j 5 �� � � � � k� %6�6?&

� (��	����$� %6�<&� K�$ "���� ����� ���������	��� (���	�$ %6�6?& ���
(��	����$
 �������$���� ��	�������� u�%u�&� !���� ��������	�� "��#
��	�������� 	 %6�<& � ��)���$ (��	����# ���(��� u��%l&
 � ������
 �
u��%u

�

�%l&& 5 u��%l&� 9��� ��#������ ��)���� (��	���	��$�� �����������
$�
 �� ������ %6�6<&
 %6�6=& "�	�	������� �������#
 � �
 ��)�� ��� ���
����������# ������� ��� 9��� u��%l& �� V 
 �� ��)���� ������ %6�6<&

%6�6=& ���� � ���( ����( ��$ ������������ �p���	����	� "��p���� 	
����������� ��� �����

�����
 	� �����	� ���� � ������� '��p�# ��(��#
 ����� p�)����
�������p��# ������ ��p�������� (�p������$
 "�� ��(��# ����	����
����� 	�������#��	�#
 ����� ����
# �� ������	 ��	���� ������ ��
�	��� ��p�����
�

Jj 5 Jj%u�j � u�j&� j 5 �� � � � � k�

�� �� ��������$ � � ����� Xj 
 �p����

du�j
dl

5 
j%u�j � u�j&� u�%4& 5 u��� u�%L& 5 u�� j 5 �� � � � � k� %6�6@&

' "��� ��(��� ������ � �����(�� ������� �� p���������$ �� k
������p�
� ����� 	���

	j 5
�

L

LZ
�

Jj%u�j � u�j&Xj%u�j � u�j&dl � min %6�84&
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�p� (���	�� %6�6@& �

�

L

LZ
�


j%u�j � u�j&dl 5
u�%L&� u�%4&

L
� %6�8�&

:��������� ������p���( ��(��� ��$ 	
��p� �����# �� ��p�����
�
� u�j ����� �������� �����	����

u��j 5 arg max
u�j�Vj

�
�


j
%JjXj F �j&

�
� %6�86&

���
 	 ����� �����# ��p��


Jj%u�j � u�j&

dJj��u�j

d

du�j
%JjXj&� JjXj 5 const 5 �j � %6�88&

'������
 �j ��p����$���$ �� (���	�#

u�jZ
u�j ���

du�j

j%u�j � u��j%�j � u�j&&

5 L� j 5 �� � � � � k� %6�8�&

L���� ��������$
 ��� �������$ u�j �����
 �� ��$ 	��� j
 � �����
�� ��$ j 5 �� � � � � k�� k� � k� *���� ��$ ��p�������$ �j ��	������ �
u�j �p� j 5 k� F �� k ����� ������������� (���	�$ p�	����	� �(��
	
p�����$
 ���$���� ��� ������ argmax 	 %6�86&
 �p���� 	 �(�� �$�

j � gj � fj 	����� u�j ����� ������� u�j 
 � 	����� u�j ����� u

�

�j%�j � u�j&�
C�� �p���	���$ ����(�� �� �p�� ��� ������(�� !��p$�����

����� �	���	
� L� '	������ ��������$ ��L 	 �������# %6�.& �
(���	�$ %6�=& ��� �������	����� �������� L ����� �� 	��$�� �� �����
������� ��)����
 ������ ��� ������ �����( ���
������# � ��� ������
����� L � �������������� +���� ����
 ���� �������� L ����� ������
���� �����������( 	
���(�

!�� ����� 	
���� �(�� ����� D������� ��$ ����	����	(���# "��
����������# ������ ������ �
�� ��� ������� �� L�

J�������
 	 ������ %6��6&>%6���& �(�� ����� D�������

R 5
�

L

u�LZ
u��

R%u�� u�� �&du��

��� �(�� �$ R �������$���$ ��	����	�� %6��.&� H���	�� ��� ���������
�� R �� L ���	���� � (��	�����

R%u�%L&� u�%L&� �& 5
�

L

u��L�Z
u��

R%u�� u�� �&du��
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' ����# ������ %6�.&>%6�=& ��$ 	
���� L � (���	�$� %6�68&
 %6�6�&
����	$��$ (���	�$

kX
j��

Jj%u�%L&� u�%L&&EXj%u�%L&� u�%L&& F �j G 5

5
�

L

�Z
�

kX
j��

Jj%u�� u�&%Xj%u�� u�& F �j& dl� %6�8.&

	
�������� �� �����	���$ ��� ���������� �� L ��������� �� �(���
 �� H 
 	 �����(� ����	���
 ��������� ��L ����� ���	
� � �������
�������
�� ��� ������ �(��
�

���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		

��
 ���������� ���������

+����������(�� (���	�$ ����������# ������� �� ��$ �������
�
�p� ����	�

������������
 *�p�������������$ ���� X 	 ������ � ���������
��# ������� �� ��� ���� ������������� ��	��

X%T�� T�& 5

�
�

T�
�

�

T�

�
� %6�8<&

a ����� J ��	�� q%T�� T�&� 2(�� �$ 
 	 (���	�$� %6�@&
 �������$�� ����
����� ��������$ ��������(�
 T�� ' ����)����	� ��(���	 ����� ����
����
 ���

dT�
dl

5 �
�

c�%T�&
q%T�� T�&� T�%4& 5 T��� %6�8=&

��� c�%T�& / ������������ ���$���� ���������� K�$ ��� ����
 ������
������� 	� 	������
 � �������������
�� ����������� ���$���� ���
������� ���(���� l ����� ��
�� 	������
 � L / �����������������
��� ����� K�$ ������
	���� ��������������
 	 ������� ��������(��
���$���� ������ ���$���$ �� ������$ � �������
 	������� c �������	�
�$�� ����# 	��$��# "�	�	����� ������ %�����	������ ��� ������� ��
(�����(� �����������&
 � L / ����( ���������������

' ����	����	�� � (���	�$�� %6�64&
 %6�6�&
 %6���& ����������# ����
���� �� ��� �������# ������# �������	����� �����	��� ������ Mq ��$
��� ���� ����������� ���(���

q�%T�� T�& 5 ���
�q

�T�
� T �

� � %6�8?&
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T��Z
T�L

c�%T�&dT� 5 Mq � L� %6�8@&

T��Z
T�L

c�%T�&dT�
q%T�� T�&

5 L� %6��4&

!��	�� �� "��� (���	�# �������$�� T �

� %T�� ��&
 	����� / T�L
 � ������
/ ��������( ���

K�$ ����#���� ������ �������������

q 5 
%T� � T�& %6���&

� �����$���# ������������� %	��$�
� "�	�	�������& c �� (���	�#
%6�8=&>%6�8@& ���(���


�%T� � T�&
� 5 ���%�
&T

�
� � 


�
T�
T�
� �

��

5 ��� %6��6&

*���� ������� 	 ��� ���� ����������# ������� ��
 ��$ ������ l ���

��)����
T�
T�

������ �
�� �����$��� � ��	��

T�
T�

5 � F

r
��


� %6��8&

�� %6�8@& ����(��
 ��� T�L 5 T�� � MqL�cB ������ 
 �� (���	�$ %6�8@&
	
������
 ��� q

��
�

� F
q
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�

5 �
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L
ln

�
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MqL

cT��

�
� %6���&

L���������� �p���	����	� "��p����
 ���(������ ����� ��������	��
%6��8&
 %6���& 	 	
�������

	 5
c

L

T��Z
T�L

�
�

T�%T�&
�

�
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�
dT��

��	��
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c� ln�
�
��

MqL

cT��

�
�

LF c ln

�
��

MqL

cT��

��
L

�

-������
 ��� �����	����	� "������� 	 ������ ������� �����������
���� ��� 	 ����
# ������ 	������ ��$ ��� ���� ����������# ����
���� �� �������	�� K�$ ����� ������ ������ ������������� 	���

q%T�� T�& 5 
%Tn
� � Tn

� & %6��.&
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T
�n	����
�
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�
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�

�
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5 const� %6��<&

!�� n � �� �����	�# ����� � ������ ��������(�
 T� ������
 �
��� n � �� / ������� !�� n 5 �� �����	�# �����
 ����	����	(���#
����������# ������� ��
 �����$��� � ��	�� Mq 
 � ���� �����������
�p���	����	� "��p���� 	 ����	����	�� � %6�?& ��	��

	� 5
Mq�



%6��=&

!�� "��� ��$ n 5 �� ��� � ��$ �������	����� ������ �����(�( ����
���� �� ����	����	(�� �����$���	� �����	����	� "������� ��$ ����
���� ������$ �������������� ��� ��$ ������� ������� 	�������

-������
 ��� ������ �� 	����� 	 ��� ���� ����������# ������� ��
�����	����	� "������� �����$���� ' ��������� 6�� ���(���� (���	��

	
���$���� �� ����������������� ��� ���

 ��$ �����
� "�� �	�#�
��	� ����	����	� %��� ��6��&�

�	������������ ������������
 �������	�
�� ��������
��
��������� 	 "��� ��(��� $	�$���$ 	�����
 ��� ����� �# Ci %i 5
�� 6& � �����	�$����� Cik 
 ����������(����� �����	 ���������� +��
������ 	�����	
 ��� � ���������� ����� ���
 ��	��$� �� ��� ������
 �#� ' 	
������� %6�.& ������ � �	��(��� ���
 ����� 	��

Jj%u�� u�& 5 Jj%C�� C�&�

Xj%u�j � u�j& 5
�

T %C�� C�&

�
��j%C�j � T &� ��j%C�j � T &

	
�

%6��?&

-�����	���$ �� ��(���
 ����� �� ����# ���������
 	 ��(�(� ���
������� ������ ���� �����	�# ���������� !�� "��� ��	����� 	 ����
������� 	������	�� ����(��� �� ���$���$� +�� ����� �� �����	���
���������� 	 ���	�# ���������� ��������� ����� C�
 � 	� 	����# /
����� C�� J������
# �����	 �����# ���������
 �����
 � ��� ��� ���
���� �������	����� �������������

LZ
�

g%C�� C�&dl 5 MgL� %6��@&

�� � ������
# �����	 �������	��� L������� �$ ������� �� �	�����
�$ � �������� �� �����	����	� "�������
 	����������� 	������	��
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g%C�� C�&

T %C�� C�&

�
��%C�� T &� ��%C�� T &

	
dl � min � %6�.4&

N���
 ���(���� ��	�������� �� C� � C� �������� ��������$ ����
 ����� �� C�
 ���������� (�����
 ��� ����� g ���$�� ��� �����	 ����
	�# ���������

 ��� � ����� ��������	� 	�����	� G� 	 ��#
 ��� ���
"�� ����� ��)� �����	��� ����������

d%G�C�&

dl
5
dG�

dl
5 �g%C�� C�&� %6�.�&

�� (���	�# %6�.�& ����(��
 ���

dC�

dl
5 �

�� C�

G�
g%C�� C�&� C�%4& 5 C��� %6�.6&

�
dG�

dC�
5

G�

�� C�
�

���(��

G�%C�& 5
G�%4&%�� C��&

�� C�
5

7G

�� C�
�

��� 7G/ ��������	� ��������� ���������� 	 ���	�# ����������� !����
��������	�� G�%C�& 	 %6�.6& ���(���

dC�

dl
5 �

�
7G
%�� C�&

�g%C�� C�&� C�%4& 5 C��� %6�.8&

'�� ���	�# ����� "���� (��	����$ ���	��$�� ��������	��� (���	�$
������������� %6�64&
 %6�6�&
 �����
� ����(� ����(

�T

�C�

�
���
�T

�
���
�T

�
�� � ��

T

�
�
���
�C�

5 ��

�
�g

�C�

�
T

g�%C�� C�&
� %6�.�&

C�L 5
C��G�� � MgL

G�� � MgL
� %6�..&

K�$ ���������� ����� ����	 	 �����

�i 5 ��%P� T & FRT lnCi� i 5 �� 6� %6�.<&

�����	����$
���
�C�

5
RT

C�

 ��� ��� (���	�$ %6�.�& ����(� 	��

�
R

C�
5 ��%
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�C�
&
�
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� %6�.=&
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C��Z
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dC� 5 L
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-������� ������� ��)���� ����	����	(�� ��(���
 ����� ����� ����

�(��� ������ ������� �������� ���������� ����� ����	 � ��������
�(�� T �����$���3
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�
��%C�&� ��%C�&

	
�

' "��� ��(��� �� %6�.�& ����(��
 ���

g� 5 const 5 Mg�

dC�

dl
5

Mg%�� C�&

G�� � Mgl
� C�%l& 5 �� %�� C��&

G��

G�� � Mgl
�

K�$ ���������� ����� ����	 	 ����� %6�.<& �����$���	( ������ �����
	����	(�� �����$���	� ����)���$

C�

C�
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�
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�
�

L���������� ����	����	� "������� ��� "���
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T
�
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 ������������� ����������
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g%u�� u�& ����	����	(�� ��	�������� �������� ����������$ ���)�$ �
�� ��	����# P� � P�� ' ����)����	� ��(���	 �������� ��	���� ������
�� �������� P� � P�
 ��� ��� �����	����	� "������� ����� ��������
���
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X
i

qi
Ti
& � � �min�

)�	�� �"�!���	��* gj + ���	��������� j��� ���	���
����� ����
�,
hj + ��	
���� ����
����� xkj + 
���	������� � �	� k��� �	�	����,
qi + ���	��������� i��� ����
� �	�
�� Ti + �	��	������ ����� �����

� �� 
�����
���$ ������	 ����	��, W� + �
������ ��$ �����	�
�$
�	�
���� �k� + �������	����	�
�$ 
�������	��� � 
������ k�� 
���
���	��� ������ � �����	��	 ��$ �	�
��� -�k� � ( �
� �"��!�������
� �k� � ( �
� ������������� �	�	���., � + ����!������� ��������
-����������. � ����	�	�

#	�	�	���	� �������	 � ��
���� �	����������	�
�� "�
������

�
 � !���	��	 �min� � ���� ��	�	�� ����� !����	�� �� ��	 ��� ��
�
����� � �� �����	���� ����$ ����	�� -���	������� 
����
��� ����
�
�	� �����������
� ����
�� � ���.� /�
�� �"��!��� ��� �����	��� ���
�	
��� � �
��
���� �����	���� �	
������ �"
����� 
������ "��	�
��!����� �"
����� �	�
�!�	��� !���	��$ �����	���� �
� ��������

	
����

������ 0��	� �"�!������ �"
���� �	�
�!�	����� �
� � � (
�	�	! D�� � �
� �
���� � � �min �	�	! D

� � D� � ��
�1	� �� ����	�	
�	
������ ����	� ���
	�����	
������ ������	��� ���� �"
���	$�

/	���
����	�
�� ����	�� ��1	� "��� ��!"��� �� ���	
���	 ����
����	��� �
� 
�1��$ �! 
������ ������	�� �"
���� �	�
�!�	������
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���	$� ��
 �����
�
���"�
� 	$ ���	
�������� ����	�� �����	�����	� �	1��� 
	1���$
�� ������	 		 �"
���� �	�
�!�	������

���� ������	
�� �
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�

��� ����

���
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������

3�	���� ��	�	�� ���	� 	����� �	�
��"�	�� � ����
�!�����	� �	�
����� �	���������
� �"������� ����	���� �	
�!�� ��
 
�
 �	�
��"�
�	���
 � ��
	��$ ���	���������� ����
�� �	�
� �
� � "	�
��	�����

�������	����� �	�
��	�	���� �	 ��		� ����
�� 4��	 �	
� + �	��
��������
� ��� 
��	���� ��	�	��� )�	�� ��1�� ������� ������ �
��	�	�� �	����������	�
��� ���	� 	����� �	�
��"�	�� ��� !�������

�������	��	 �	�
��	�	����� !������$ �����
1��	
������ ����	��� �

�
��	���	 �	�	������� �	�
��

���������� 	�
��� � 
������ ����������� 
����������

0��	� ������������� �	�
��"�	���
 
�
 ����	��� ��������� �! ���
�����
� � �	��	������$ T�� �������	$ S�� �	�
�	�
����� c� � ��"��	��
�	
� � �������	$ S � �	��	������$ T -���� 5�6.�

7 � �� 5�6� 8���
���� �	�
��"�	���$
����	��� �������	$ �! �������
� �

��	���$ 	�
����� � ��"��	�� �	
�

#�� 
����
�	 ���� ���� �
	�	���� ����	�� ��!��
�	� ����
 �	��

� q-T�� T .� 9�
� �	�
��"�	� ����	
�	� �� ��	�	��� �� �	��	������
�������
� �!�	��	��� � �����	������ � �����	��	�

dT�
dt

' �q-T�� T .
c

� T�-(. ' T�b� -5�6.

����� ����	�� �	�
��"�	�� ���������	� � �����	�	
	� �� �
��	 �	��

��"�	���
� l� �	��	������ �������
� -�����	�� ����
�. �!�	��	���
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��
� ���
dT�
dl

' �q-T�� T .
W

� T�-(. ' T�b� -5�:.

)�	�� �
� ���	�	
	������ �������� ��� T� � T � � �	�	! W �"�!���	�
������$ �
����
	�� �����	�� ����
� -����!�	�	��	 ������� �� �	�
��
	�
����.� � �	���� �
���	 �����	� !������$ �����
1��	
������ ����
�	��� 	 � �� ������ + �
��� �������� L� /�
 
�
 �����	��� -5�6. �
-5�:. �	 ��
������� ���� �� ����� ���	�� 
���	 �"�!���	��$� �� "��
�	� ������������� ��
�
� �	���	 �! ���� �	� ���
�
 c �� W � 	 ��

L �� ��
� 	
�
����	
���� �������
���� ��� ����������� ��	��
����

���� ��� �
�	
	������ �
������
��� �	� ���� �
������ ���	
��� Q �

�	�	��� ���	���� D ��
�� ����� �
������� ������ � �	����������

���	���� ��� ��
� ���
	������ �
������
������

7��������� !����� � ��
�� !�
��	 �!�	�	��� ��"��� �	�
� q ��
��	�	��� �
� 
������� ������� �������� ����	�� ������
	�*

;S
�
' D '

�Z
�

q-T�� T .

�
6

T
� 6

T�

�
dt� min� -5�5.

��� ��
����� !������$ ���	��������� �	�
��	�	����
�Z
�

q-T�� T .dt ' Q -5�<.

� ��� �!�	�	��� �	��	������ �������
� �� ��	�	�� � �����	������
� �����	��	� -5�6.�

)����� -5�6.� -5�5.� -5�<. ��	�����
�	� ��"�$ !����� ������
�����
�����
	���� #�� ����
�!������ �
� 		 �	 	��� �������� ��
������
#��������� ���
��� =���
����� �
� ���$ !����� ��		� ���

H' q-T�� T .

�
6

T
� 6

T�
& 
� �

c

�
� -5�>.

?�
���� ������
������ ��1�� !������� � ����	*

H-T�� T� 
� �. ' const ' m� -5�@.

�H

�T
' (� �q

�T

�
6

T
� 6

T�
& 
� �

c

�
� q-T�� T .

T �
' (� -5�A.

#�� !����� ���� ������ 	��$ �������� ��� �����
	��	� ��
�	���
�	��	������ T ��"��	�� �	
�� B�
���	�
� �����
	��	� ��1	� "���
������ �	�	�	����� ������	�� �"C	� ��"��	�� �	
� V � D� 	�
� �������
��	 ��"��	�� �	
� ����
	�����	� ��
���� �����	��	�� ������	���� ��
�"C	� � �	��	������ � 
�1��$ ���	�� ��	�	�� ���!��� �����	���
	� ���������� #��
�
�
� ��� ���!� ����������� ��1�� �����
� ��$��
������
���$ !�
�� �!�	�	��� �	��	������ T �-t.� � �1	 !��	� + ���
���	��������� 	�� ���
��� V �-t.� 8����" �	�
�!���� ��$�	�����
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�	��� 
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��	$ �	�
��"�	���
�� 3� �		 !������� ���
�
�
� �� ���"
�!���� 

��$�	����� ��	�	
��

E
� �	 	��� !����� !��� 	� ���	������ ���	
���		 �! ��
���$
������
������ -5�@.� -5�A.*

6

T
� 6

T�
& 
� �

c
'

m

q-T�� T .
� -5�2.

��� ��!��
�	� ��������� ��
���	 -5�A.� 9�
� ���
���H ����

� ��	��
�� T � ��� �	�	����� -5�A. � ���	

�q

�T

m

q-T�� T .
� q-T�� T .

T �
' (�

��
����� ��� � ������
���� ����	��	 �
� 
�"��� ���	��� t -� 
�"��
�	�	��� �	�
��"�	���
� l. ��
1�� "��� ����
�	�� ��
���	�

q-T�� T .

T

��
*
�q

�T
' m� -5�F.

#�
��	���	 ��
���	 -5�F. �	����������	�
��� ���	� 	����� ����	���
�	�"�������� �	�
��"�	�� ��!��
�	� ��$�� ���!� �	1�� ������
���$
���������	$� �	�
���$ �����!
�$ Q� �	�
�	�
����� -������� �
�����

	����. �������
� � 
�������	���� �	�
��	�	����� �����������
��
��� �	
����	 ���	��������

#��
�
�
� ����1	��� �
� ������
���$ ���������� �
�!�������

����
��		� 	�
� ����
�!����� � 
��	���	 �����	��� �	 Q� � �������
�������� �������
� ;S�� ��	������	
��� ��$�	� ���!� �	1�� Q �
;S�� E
� 
�"��� !�
��� �	�
��	�	����

;S� ' �
�Z
�

q-T�� T .

T�
dt�

� ���� ��	�	�� �
� �������
� � ���������$ �	�
�	�
����� c �����	��

��� �����	��	 -5�6.� #���	�� !��	�� dt ' �c�dT�
q-T�� T .�� ��
����

;S� '

T�b�Q�cZ
T�b

c
dT�
T�

' c ln

�
6� Q

cT�b

�
� -5�6(.

8��!�� ���
������� ���	����� -5�6(.� �	������ ��
����� � �
� 
�"�$
!������$ !���������� c-T�. �	�
�	�
���� �� �	��	������ �������
��

������� 
����������� 
�� ���������� 	������ ��������

��
���� ��� ������������� ������ q-T�� T . ' k-T� � T . ��
���	 -5�F.�

�
 �	������ ���	��� �������� 
 ����������� ���� 	��� �	��	�����
G::H*

T

T�
' const� -5�66.
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3"�!����� ��� ���� 	��	 Im� /���� q-T�. ' kT�-6 � Im.� 8
������ �!�
�	�	��� �������� �������
� ��������� �� ��	�	��*

JS� ' �q-T�.
T�

' k- Im� 6.�
�
	�����	
���� 		 ������	��	 !� ��	�� 	

;S� ' k- Im� 6.	� -5�6:.

4! �����	��� ���	���� -5�6(. � -5�6:. �
	��	�� ���

Im ' 6 &
6

ck
ln

�
6� Q

cT�b

�
�

E��������� � ���� �
���	 ������������ �
	������ �"��!��*

D '

�Z
�

q-T�.

�
6

T
� 6

T�

�
dt '

q-T�.

T�

6� Im

Im
	 '

k-6� Im.�

Im
	� -5�65.

#��
	 ��

��	��� 
�������� Im �! ���	���� -5�6:.� -5�65. ��
���� ���
��1	��	 �
� ������
���$ ����������

Dmin '
;S��

;S� & k	
� -5�6<.

��
��� �
	��	�� ��� �
� ����!��
����� ����	��� �	�
��	�	���� � ����
������
�� !�
���� �	�
��	�	���� �	1�� ����� �����	��	 �"�������
�� ����	���� �����	�
��� �	���	�����

6

D
� k	

;S��
� 6

;S�
� (� -5�6>.

���	�	
���		 �"
���� �����1������ �� �
��
���� � 
����������� D
� ;S� -���� 5�:� �.� 4! ��
���� �	�������	
������ Dmin �
	��	�� ���
;S� � �k	� #�� ����� 
�
 �
	��	� �! -5�65.� ����!������� �������� �

�1��� �	�	��� �
� � 
�1��$ ���	�� ��	�	�� ����������

��� ������ �
����
	
�� � !
	�
� 
��	$���� �������	
��� �	����
�������	�
�� ���	����
��

q-T�� T . ' k

�
6

T
� 6

T�

�

����	
�	� ���
������	 ��

��
�� � ���� �
���	 �! ��
���� �����
��
���$ ���������� -5�F. �
	��	�� ��� �
� 
�"��� ���	��� ��	�	��
�	�
���$ ����
 q �������	�� 3"�!����� 	�� �	
����� �	�	! q ' Q
	 �
/	��	������ �������
� �������	��� �����	���

JT� ' �q
c
� T�-t. ' T�b � q

c
t�
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7 � �� 5�:� 3"
���� �����1������ �
� ����	��� �	�
��"�	�� �
���������
�� !�
���� �	�
��	�	���� -�. � !�
���� �	�
��	�	����
B���	 -�.

K�����
���$ ������� �������� �
� �	������	�
�$ � ������
��
��	 ����!������� �
� �	��	�����$ ����	��*

D '

�Z
�

q-T�� T .

�
6

T
� 6

T�

�
dt '

Q�

k	
�

4! ����� ���	����� � ������ 	��� -5�6(. ��
����

p
Dmink	 ' cT�b

�
6� exp

�
�;S�

c

��
�

3"
���� �����1���� �	1���� �	�
��"�	�� � �����������	 � 
��
���������� -;S�� D. ���	�	
����� ��������� �	���	�����p

Dk	

cT�b
& exp

�
�;S�

c

�
� 6� -5�6@.

��� ���$ ������� ��
�!�� �� ���� 5�:� �� ��
 � �
� ���������
��� !��

��� � ����	��	 ������
���$ ���������� �
� !�
��� B���	 ����!����
���� �������� � 
�1�� �	�	��� �	�
��"�	���
� �
� � 
�1��$ ���	��
��	�	�� ����������

E
� �������
� "	�
��	���$ 	�
���� ��� 
�"�� !�
��	 �	�
��	�
�	���� !���������� ������
���$ ���������� �� ;S� 
�����������
-T� ' T�b.*

Dmin '
T �
�

k	
;S�� �

4������
� "	�
��	���$ 	�
���� �����	�����	� �
� �����	�	
	�����
������������� �	�
��"�	�� "	�
��	��� "�
� �$ ����
 �����	�� �	�
��
�����	
��

/�
�� �"��!��� �
� ��	�
� ��	�	�� �	����������	�
��� ���	��
 	����� �	�
��"�	���
� �	�"������ �� !������$ �	�
���$ �����!
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Q� �	�
�	�
���� �������
� c -�������� �
����
	��� ����
� W . ����
������� ;S� �� �����
	 -5�6(.� � ��
1	 ��
���	�
�� ���������� D

�
 ��!����� �	1�� �������	$ ����	�� � ����
	 � � 
���	 ����	���
-��!����� ��������$ �������� �������� � ��������� ����
��.� #��

��	���	 �����	 �����	������� ���
	 �� �
��
���� � 
�����������
-;S�� D.� 3�� 
	1�� !��	���� �� 	 �������� ���	�	
�	��$ �	���	����
���� ���� -5�6>. �
� -5�6@.� 7�!����� ������� �!�"��1���	$ ���
� �
�����	�������	$ ���
� ������� �"
���� ��!��
�	� ���	�1����� 	���

� �	!	��� �
� �
�� 	��� �	����������	�
�$ ������!���� ����	����
3��	���� ��� ��$�	���	 ��	�
� �	 ��
����� ���"���� ��
 
�
 �
�
���������
��� !�
��� �	�
��"�	�� � ���"����� ������������� �	��

��"�	���
	 ��	�
� -5�6>. ��1	� "��� ���������� -�	���	����� ����
������� ���	������. !� ��	� ���"��� ������� �
����
	���� ����
���

����������� ������
������ ����������� � �����������

��� ��������� 7����	�	
	��	 ���	������� �	1�� �	�
��"�	���
��
�� � ����	��� � "�
� �� 
�
��	����� ����	��	��� � ��
�1��	���
����
�� ��	�����
�	� ��"�$ �	������� !������ �
� �	 	��� 
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�	 �
�������� #��
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#���� !�
�� �	�
��"�	�� "
�!�
 
 ���������
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�1��$ i�
�$ �	�
��"�	���
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 ��
���� ��� ��� !������� !���	���� �	��	����� ������� ���
��
�� � �	�
���$ �����!
	 Qi ����!������� �������� � �	� "
�!
�

 ������
���L��!��1����� ���	�	
���	���� ����1	����� -5�6(.�
-5�6<.� B��
��� Dimin ����

�� ���! �� ���	
������� 
�������	���
�	�
������������ Ki ' kiL -Ki ' ki	.� )����� ������
����� �����	�
�	
	��� ���	������� �	�
��"�	�� �������� 
 ��
��� ��"��� 
������
��	���� Ki � ( � ���"� ��� !������$ �� ����	 ���������� � ����	�	
�	�
��"�	�� "�
� ������
���*

D '
X
i

Dimin-Ki.min
�X

i

Ki ' K� -5�6A.

#� ��
����� ������
������ ���$ !����� �
� ��	� �	�
��"�	���
�� �
�	��
	��$ ���	�������� ����!�����	 �� ki ��
1�� "��� �����
���*

dDimin

dKi
' const� i ' 6� :� ��� -5�62.

#��
	 ����	�	���������� -5�6<. �� Ki ' ki	i ��
����

;Si�
;Si� &Ki

' const� i ' 6� :� ��� -5�6F.
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Dimin-Ki.

;Si�
' const� i ' 6� :� ��� -5�:(.
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��� ��!
��������� ���	�
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���� �����
	��� ��$�	�� ��1��	 ������� ��
�!��	
� �	�"��������
�� D � �����	��������	 �� ���!� �	1�� �����	����� ����
��� �

�1��� �	�	��� �������� ���	��������� ����	��� �	�	���� !������
�� �����	���� ����
�� � ���� �	�	���� #����	��� ������ �! �����

�� !�����, ��!��	� ���� ����
 ��
����������� #����	��� �������
+ �����
�	���� + ����
� �� ����	 � ������� -l ' (. ��
1�� "���
��"���� ��
�� �"��!��� ���"� ������!������� ����!������� ������
���� E
� �	�
��"�	���� ��������� ���������� �
���$� 
���� 
��	���

� �	�
��"�	�� ���	�	
�	��� ���������
�� !�
���� �	�
��	�	�����
3"�		 
�
��	���� �	�	������� �	�
� !�����*

LZ
�

klGT�-l.� T�-l.Hdl ' Q� -5�:6.

��	 kl + 
�������	�� �	�
��	�	����� ���	�	���$ 
 	�����	 �
���
�������� -��
		 "��	� ����
�!����� ��
1	 ���	���
���$ 
�������	��
�	�
��	�	���� K ' klL., T�-l.� T�-l. + �	��	������ ��
�����������
� �����
�	���� ����
�� �����	����	����

� �
���	� 
���� ��
���������$ ����
 �������	��� ���	
�� ��	�
�
����� ���	��	���� �!�	�	��	 	�� �������� ����������	��� 
�


;S� 'W� ln
T�K
T�B

'W� ln
T�H �Q
W�

T�H
� -5�::.

��	W� + ������$ �
����
	�� ��
����������� ����
�� 9�
� 1	 ��
���
�������$ ����
 �������	��� ���	
�� ��	�
����� ��	 	���� �� �	��
�	������ �	�
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� � 
��	�	 ��������� � ����� 	�� �	��	�����	
�� �����	� ��
 ���

;S� ' � Q

T�K
'

W�Q

Q�W�T�H
� -5�:5.

#��
�
�
� �
������ �!�	�	��� �������� ��
����������� ����
�
���	�	
	�� � �	 !������ �� �����
�	��� �����	���� + �	��	�����
�� T�H � �������� �
����
	��� W� �����
�	���� ����
� + �� !�����
� ��	�	
���� ��!��1������ �	�
��"�	���
�� ��1�� �����
�!�����
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;S '
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�

q-T�� T�.

T�-l.
dl� min

T�H �W�

-5�:<.

��� ��
���� -5�:6.� � ��
1	

dTi
dl

'
q-T�� T�.

Wi
� i � f(� 6g -5�:>.
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1�� "��� ���������*
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h
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K
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T�H
T�K

i
�

8 �����$ �������� �! �����	��$ -5�:>. ������ ��� ��� ���� 	��	
�"����� �����������
��� ���� 	��� ������� �
����
	���� ����
���
��
���

W� '
W�

Im
�

� �
� �	�	��� l ' ( ��		�

T�H ' ImT�K ' ImGT�H �Q
W�H�

K�����
���� �
������ �!�	�	��� �������� �����
�	���� ����
� ���
��
�� ��"��	 �����

;S� 'W� ln
T�K
T�H

'
W�

Im
ln

T�H
T�H �Q
W�

� -5�:@.

8 � 	 � � M� � 	  	 � � 	 + � � 	  	 � � 	N � M� � 	  	 � � 	 +
� � � 	 � � 	 � � 	N� 9�
� ��
���������$ ����
 �������	��� ���	
��
��	�
����� ��	 	���� �� 	�� �	��	������ ������ �������� ����������
E
� ����	�1���� ������
����� �	1���� ����
�	��!���	���� ������
����� ���� 	��	� �	��	����� ����
��� �	��	������ �����
�	����
����
� � �������	 ��
1�� "��� ��
1	 ���������$� %�� �����	�����	�
�	1��� ��	�
����� ��	 	���� #�� ���� �	��	������ T� ������ �����
���� ���	�	
�	��� �! ��
���� -5�:6.*

T� ' T�K � Q

K
�
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������ �!�	�	��� �������� �����
�	���� ����
�

;S� '
Q

T�H �Q
h

�
W�
& �

K

i � -5�:A.
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'

W�Q

T�HW� &Q
� -5�:2.
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'
6

Q
GT�K � T�H H� 6

W�Gexp-K
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#�������� -5�:F. � ����1	��	 �
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�
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 � � � � � � � � � 	 � 
 � � " � 	 � � � �
� � � � � � � � �� E
� �����	��� ���	
�������� ��!
����� �	�
��"�	��
��� ��������� ��	"�	��� �������� ����!������� �������� � 
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�! ��������� � !���������� �� �	�
���$ �����!
�� E
� ��������	��
��� �	�
��"�	���
�� ��
��	�� !���������� ������
����� ��������
�������� �����
�	���� ����
� �� Q -5�:@.� -5�:A.� -5�5(.� )����������
�������� �������� ��
����������� ����
� �� Q !����� �����	�����
-5�::.� -5�:5.� ��	�	� "	!��!�	���	 �����	���� ����
�	��!����	 ���
�	��������� � �	�"��������� ����	��� �	�
��"�	��*

IK ' K
W�� Iq ' Q
KT�H � Id '
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K
�

��	 D� + ������
���	 ����!������� �������� � ����	�	* D� '
' ;S�� & ;S
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������� ����	�	�� � ��"
��	 5�6� � �� �����
� ��
�!��� �� ���� 5�<�

8
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 ��$�	���$
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i
&
6
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6
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i
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JT '
k�-T� � T .

c
� T -(. ' Tb� -5�56.

JT� ' �k�-T� � T .
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� T�-(. ' T�b� -5�5:.

��	 c � c� + �	�
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���� �����
� � �����	�� ����
�, k + 
��������
	�� �	�
��	�	���� �	1�� �����
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c
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� 	 ��"���� �����
1��	
������ ��
���

��
����	�� � ��
�1�	��� t� � t� ' 	 � t� ��
�� �"��!��� ���"� �"�		

�
��	���� �	�	������� �	�
� "�
� ��
����
���*

Q ' c-T b � Tb.� max� -5�5>.

��� ��
����� ��� �	��	������ �����
� � 
���	 ��

� T -	. ����� 		
�	��	�����	 � ����
	 ��

� T -(.� 8
	��	� ����	�
����� ��� �� �	
��
���� T -(.� �� �	
����� T b �	 !����� � ���	�	
����� ��	��	 � t�� t� �
����	��	 �	 	����
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7 � �� 5�@� O���
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��� �	�
��"�	���
	

�����
	 ��$�	�� 
�
 ���!��� �	��	������ �����	�� ����
� � ���
���
�� 4! �����	��$ -5�56.� -5�5:. �
	��	�� ��� dT�
dT ' �c
c� ' a�
/����

T�-t. ' T�b & aTb � aT -t.�

#�������� ��� ����1	��	 � �����	��	 -5�5:.� !��� 	� �	 	��	 ��
��
�	����� �����	���� ���������		 �!�	�	��	 �	��	������ �����
� �
��
���

	 ����	��*

T -t.'
6

6&a

�
T�b&aTb&-Tb�T�b. exp

�
� -6&a.k�t

c

��
� (�t�t�� -5�5@.

P��
������� �"��!�� � ��
���

	 ��
�1�	���

T -t.'
6

6&b

�
T�b&bT b&-T b�T�b. exp

�
� -6&b.k�-t�t�.

c

��
� t��t�	� -5�5A.

��	 b ' c
c��
����1	��� -5�5@.� -5�5A. ��� ���������
	 � ��� 
��	���� !���	�

��$ ��	�	�� t�� 	 ��!��
��� ��$�� !���������� ��������� !���	��$
�	��	������ �����
� Tb � Tb �� ����
�	�����
 �	�
��"�	�� � ��	�	��
��
���

��*

Tb '
T�b-6 &A.-6 & a. & T�b-b&A.-6�MAr.

-6 & a.-6 & b.� -b�A.-MAr & a.
� -5�52.

T b '
T�b-6 & b.-6�MAr. & T�b-6�A.-a&MAr.

-6 & a.-6 & b.� -b�A.-MAr & a.
� -5�5F.

��	
k�-6 & a.

c
' n��

k�-6 & b.

c
' n�� �n�

n�
' r�

e�n�� 'M� e�n�t� ' A�

#��������
� -5�52.� -5�5F. � -5�5>. � ��
����!���� ��
��	����� ���
��1	��� �� A �������� 
 �����	���

-6 & b. & rM-6 & a.Ar�� � :M G6 & b& r-6 & a.HAr&

& -6 & a.rMAr�� & -6 & b.M�A�r ' (� -5�<(.



���� ����
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 F5

Q��
	���	 �	 	��	 �����	��� -5�<(. ��!��
�	� ��$�� ������
��
��	 !���	��	 A � �� �	�� t��� D�����	�� ��� ����	�	 �� �����	���
-5�<(. �
� �������� ������* c ' 22A 
E1R�� c� ' 55A 
E1R�� c� '
' <6F 
E1R�� k� ' 6�(<A 	 6(�� ��R�� k� ' 6�>A 	 6(�� ��R��
	 ' 5(c + ������
���	 !���	��	 ��	�	�� ��
���

�� t�� ' 62�<c�
t�� ' 66�@c� !���	��	 Q

� ' :<(( 
E1�

3��	���� ��� ��� "�
� �� �������� ��!� ��1�� �������� ��� c� '
' c� '
, � ���� �
���	 a ' b ' (� � �����	��	 -5�<(. ������	����

����
������ ����� � ����������� ���������  ��������

7��������� !����� � ��"��	 ����
�	�����
 ��

� �	�	�	���������
�	�
��"�	��� 
�����	 ��� !������� �	�
���$ �����!
	 Q� ��	�	��
��

� 	 � !������$ ��
����
���$ �	��	�����	 �����
� �"	��	��� ���
����
���$ ������� �������� ����	�� ;S

�
� #�� ���� "��	� �������

��
����� !�
��� �!�	�	��� �	��	����� ����
�� T�-t. � T�-t.�

#�	1�	 �	� �����
�!����� ��������
� !������ ���������� ��!��
�	�
�� ���	���	����� �������$���� 
���	���� /�
 
�
 ����	�� ����
������� ��

��	�
�� �� �"�		 ������	��	 �������� ����	�� ���	�
�	
���� �!�	�	��	� �������� ����
��� #���� �	��	������ �����	��
����
� �!�	��	��� �� T�b �� T �-t.� � ��
������ + �� T�b �� T �-t.� 9�
�
����
��� ��
����� ��	�
���	 ��!�� �	�
�	�
���� 
������ �	 !������
�� �	��	������� �� �!�	�	��	 �������� ������ ��
� i��� ����
� �����

;si ' cpi ln
T i

Tib
� i ' 6� :�

#���!������� �������� � ����	�	 ��������

� ' ;S
�
' G�;s� &G�;s�� -5�<6.

��	 Gi + ��
���$ ������ i��� ����
�� /	�
���$ ����
 !� ��� 1	 �	����
��	�	�� ���!�� � ��������� �	�
������	
	$ 
�


q ' cp�GT�b � T �HG� ' cp�GT � � T�bHG��

����1�� �! ���
	��	$ !���������� !���	��� �������� � �������
��
�� � �����	��	 �������$���� "�
���� -5�<6.� ��
���	�

� ' q

�
lnT � � lnT�b
T � � T�b

� lnT�b � lnT �

T�b � T �

�
�

E
� 
�1���� !���	��� �	�
����� ����
� q ������!���� ;S
�
�!���

��	� ������!���� ����1	���� �����	�� � �
�"
��� ��
 ����� �!
���� 5�A� 
�1��� ���"� � 
���
�� �
�"
�� ����� ����	��� ��
� �i ��

��
�� ���	!
�� ��	������	�� ���
� � �"�������� Tib� T i �� 
����$ lnTi�
O���
�	� 
���������	�
�$ ���
��� ��
��� ��� � ������ T 		 ��

��
��	�� �	���� �� � ��� � !���	��	 � ��	��� "�
� 	 ��
�� ?�	�� 	���
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�� T�b� T�b �����	������
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��	���� �	��	����� ����
��� /�
�� �"��!��� ��� !��
������ ����
���$ � 
��	���$ �	��	������� ��
������ ����
� �����
��!���� ;S

�
' �	 �!����	�� ��� 	�� ����	� ����	���
�	��� ����
��

� ������
��� ��!��1��$ �	��	������$� #�� !������� 1	 ����
���$
� 
��	���$ �	��	������� �����	�� ����
� ��
����!���	��� ��	��		
!���	��	 
��	���$ �	��	������ ��
�������

7 � �� 5�A� )���������� lnTi, ��	�� 	��	 ��
� � �����	�����	� ��	���
 	��� ����!������� �������� �

)����� � ����
	 �	����������	�
� ���	� 	����� �	1��� �	�	�	�
��������� �	�
��"�	�� ��1	� "��� ������
������� �
	������ �"���
!��* ��	
�
���� ����
 ������ ���
�
��� �
��
	��
	 ������� T�-t.
� T�-t. � ����
 �����
��
 ����
������� ���
%����� � ' t�
t�$ ���
����	�� �	� �������� �
������ ���	
��
 Q$ �	
�
�� %���� 	 � ����

��������� �
��
	��
	
 ������� T b �	�	��� ���	���� ����
�� -�
�
��	�����
 ���
	� 	�������������� �
������ ��
	���. �������
��

#�� �!�	�������� �	��	������� ����
�� � �����
� ������� ���
������ � ��	���
�1	���� ��� � 
�1��$ ���	�� ��	�	�� ����
� � ���
���
� ��������� � ��������� �����	��	�� ������	��� -����	�� 1	 �
�	
�� �	������	��� + �	��	������ �����
� � ����
� ��!
������� ��

��	���� �	
�����.� ������
�	�

;S '

t�Z
�

q�-T�� T .

�
6

T
� 6

T�

�
dt&

�Z
t�

q�-T�� T .

�
6

T�
� 6

T

�
dt� min �

-5�<:.



���� ����
������
�� ����

���
 F>

?�
���	 !������$ �	�
���$ �����!
�*
t�Z
�

q�-T�� T .dt '

�Z
t�

q�-T�� T .dt ' Q� -5�<5.

/	��	������ �����
� �!�	��	��� � �����	������ � �����	�����

JT '

��

��

6

c
q�-T�� T .� ( � t � t��

�6
c
q�-T�� T .� t� � t � 	�

-5�<<.

���	
�� ��� ����� � �	 	��� ������
	���$ !������
�
	��� ����� 3��	�	
�	��� ������
���$ �	1�� ��
���

� ����	�

��� #�� ���� ��������� ��
�$ !�
�� �!�	�	��� �	��	������ �����	��
����
� T�-t.� ��� 
������ ������!���	��� ������� �������� ����	��
� ���� ��
���

	 -!����� 
�
��	���� �	�	����	���� �	�
� Q � !�
��
�!�	�	��� �	��	������ ��"��	�� �	
� -5�<<..� #�� �	 	��� ���$ !����
�� t� � Tb ��������������� 
�
 �����	����

"��	�� ����� 3��	�	
�	��� ������
���$ �	1�� ��
���

� ��
�1�
�	���� #�� ���� �	 �	��� ���
������� !����� ���	�	
	��� !�
��� �!�
�	�	��� �	��	������ ��
������ ����
� T�-t.�

+	
��� ����� #��������� ���
��
� ��
���

�� + ���	�	
	��	
����� ���� �	�!�	������ �����	����� � ���������� �
��	
�����	$ ���

���

�� � ��	��� ���!	$� �"��� �
� ��
���

���

)������ �	 �	��	 �� �	���� ���� ������� ��
����� !������� �"
������
���� �	�
���� 
����
�	 ���� �	
� �� 	 "�
� ��
�!���

�
���

�����
� -5�F.
�
� ��� �� �	 	��� ��
1�� ����
	������� �
	������

������ 	����*

�q�
�T�

' m�

�
q�
T�

��
�

�q�
�T�

' m�

�
q�
T�

��
� -5�<>.

��	 m��m� + 
��������� 3����� ��������� ������
���	 !�
��� �!�
�	�	��� �	��	����� ����
��� 4���
�!�����	 ���� !���������	$ ���
�	���	��� ������	� �	 	��	 ��	$ !������ ����� 		 
 �	 	��� !�����
�	
��	$���� ����������������� E�
��	$ �� ����	���� ����
� �	 	�
��� "��	� ��������� ����	���	
��� 
 
��
�	����� !�
��� �	�
��	�
�	�����

#���� !�
�� �	�
��	�	���� 
��		� �������	
��� �	��	�����*

q� ' k�-T� � T .� q� ' k�-T � T�.� -5�<@.

� ���� �
���	 �! ��
���� -5�<>. �
	��	�� ��� ������
���	 !�
��� �!�
�	�	��� �	��	����� ��
1�� "��� ��
���� ���"� �
� 
�"��� ���	���
��	�	�� ���� 	��	 �	��	����� "�
� ���������� -��� -5�66..*

T�-t.

T -t.
' m� ' const�

T�-t.

T -t.
' m� ' const� -5�<A.
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� � ����

���

�� ������

m� � 6� m� � 6�

?����	��� -5�<<. � ���� �
���	 ��	�� �	 	���

T '

���

���

Tb exp
k�-m� � 6.t

c
� ( � t � t��

Tb exp
k�-m� � 6.-t� t�.

c
� t� � t � 	�

%�� ������ 	��� ��������� �!�	�	��	 �	��	������ �����
� � �	�
�	��	 ��

�� /�
�� �"��!��� !����� �������� 
 !����	 �	
��	$����
����������������

;S
�
'

k�-m� � 6.�
m�

t� &
k�-6�m�.

�

m�
t� � min

t��t�
-5�<2.

��� ��
�����

t� & t� ' 	� -5�<F.

c-Tb � Tb. ' Q� -5�>(.

expGk�-m� � 6.t�H
c

'
Tb
Tb
� -5�>6.

expG�k�-m� � 6.t�H
c

'
Tb
Tb
� -5�>:.

����!�� m� � m� �! ������ 	��$ -5�>6.� -5�>:.� Tb �! ��
����
-5�>(.� � t� + �! ��
���� -5�<F. � ��������� � 
���	��$ ������
������
-5�<2.� ��
���� !����� "	!��
����$ ������!����

;S
�
' 	

�
BB� 6
6

cx
� 6 & �

k�

� 6
6

cx
&
6 & �

�k�

�
CCA� min

�
�

��	

x '
6

	
ln
Tb
Tb
'
6

	
ln

T bc

T bc�Q
� � '

t�
t�

/�
 
�
 T b � 	 ��
��������� �� x + !������� �	
������ � ����!����
���� �������� � ' ;S

�

	 !������ ��
�
� �� �� 4! ��
���� ��������

� �� � ��
����

�� '
k�
p
k� � cx-

p
k� &

p
k�.

k�
p
k� & cx-

p
k� &

p
k�.

'

p
k�k� � cxp
k�k� & cx

�

��	

k� '
k�k�

-
p
k� &

p
k�.�

�
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K�����
���	 !���	��	 ����!������� �������� ��� 
��	$��� !�
��	
�	�
��	�	���� ������
�	�

�� '
Gcx-

p
k� &

p
k�.H

�

k�k� & cx-k� � k�.
� -5�>5.

E
� ���	�	
	��� ������
���� !�
���� �!�	�	��� �	��	������ ���
��
�� �����
	 �������

m�

� '
k�k� & -k� � k�.cx

k�k� �
p
k�-
p
k� &

p
k�.cx

�

m�

� '
k�k� & -k� � k�.cx

k�k� &
p
k�-
p
k� &

p
k�.cx

�

� !��	� T �� � T
�

� �� ������ 	���� -5�<A.� -5�>6.� -5�>:.� #�
��	���	 ���
���� 	��� ����
�!���
��� �
� ����	�� ������
����� �	1��� ��"���
�	�	�	��������� �	�
��"�	���
� ��� �
	������ �������� ������*
k� 	 6(�� ' 6�(<A ��R�� k� 	 6(�� ' 6�>A ��R�� c ' 25A�< 
E1R��
T b ' >(( �� 	 ' 5( c� Q 	 6(�� ' 6�:>@ 
E1R��

� �	!�
����	 ����	�� ��
��	��* x ' (�(66F c��� �� ' 6�62A� �� '
' :>@�<@ ��R�� Tb ' 5>( �� 8����	��������	 ������
����� �	1���
!�
��� �!�	�	��� �	��	����� ��
�!��� �� ���� 5�2�

7 � �� 5�2� )�
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�
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�� ��������� �� ��	�	��� ��
 
�
 �	��
�	������ �����	�� ����
� ��
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������ ��	�� ������ �	������ �� ��
��	��	 �� �	��
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�� ��
1�� �!�	������ �
�	�	��	 ��

�� )�
�� �!�	�	��� �������� ���	�	
�	��� �! �����	��$
�	�
����� "�
���� �
� ����
��� D�$�	���	 ������
��� ��!��1��	 !���
�	��	 ����!������� �������� �� ��1	� �
�1��� ��
�!��	
	� �	������
�����	�
��� ���	� 	����� ������!���� �	�	�	��������� �	�
��"�	���
�	
����� ���� 	��� � ' ��
� ��	��� �	�� 	 	������� 	�
� � + ����
�!������� �������� � �	�
���� �	�
��"�	���
	 ��� ��
����������
�����	���� ��

� 	 � Q� T b� c� )���	��	 � ��������� � ����
�!�����	�
�����
� -5�>5.�
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